
ثابت کنيد، دو نقطه ی دلخواه از سطح يک چهاروجهی منتظم با يال به طول واحد را می توان با خط شکسته ای که . ٣٩* 

2از طريق سطح چهاروجهی می گذرد، طوری به هم وصل کرد که طول آن از 
3

  . تجاوز نکند

ن ها در يک لحظه، در روی محيط چندضلعی، با سرعت های آ. دو سوسک، روی محيط چندضلعی کوژ واقع اند. ۴٠* 
موقعيت نخستين سوسک ها چگونه باشد که، کمترين فاصله ی ممکن بين آن ها، بيشترين . يکسان آغاز به حرکت می کنند

  مقدار ممکن باشد؟
  )برای سال های هشتم و نهم(دور نهايی 

در گروه دانش آموزان . ل های هشتم و نهم و دهم شرکت کردنددر المپياد سراسری اتحاد شوروی، دانش آموزان سا. ۴١
 نفر از کسانی که در المپياد شهری موفق شده بودند و هم آن ها که در المپياد سراسری سال پيش پيروزی به kلنين گرادی، 

  در اين گروه، حداکثر چند نفر شرکت دارند؟. دست آورده بودند، شرکت داشتند
] از بازه ی z و x ،yهر ثابت کنيد، برای . ۴٢ , ]1๐هميشه داريم ،:  

( ) ( )x y x z y z xyz x y z+ + − + + ≤2 2 2 2 2 23 2 3  
نقطه ی درونی را در کجا انتخاب . از نقطه ای واقع در درون مثلث، عمودهايی بر ضلع های مثلث فرود آورده ايم. ۴٣

  اشد؟کنيم، تا حاصل ضرب طول های اين سه عمود، بيشترين مقدار ممکن ب
کارت هايی را بين عده ای از مردم تقسيم کرده اند تا در آن ها، نويسنده، نقاش و آهنگ ساز مورد علاقه ی خود را نام . ۴۴
ثابت کنيد، کارت های .  نفر استkمعلوم شد، هر يک از هنرمندان فعال در اين رشته ها، درست مورد علاقه ی . ببرند

kجمع آوری شده را می توان به  −3  گروه، طوری تقسيم کرد که، در هر گروه، هر دو کارت، معرف ذوق های مختلف 2
  .باشند
ثابت کنيد، طول نيمسازی از مثلث که بر ضلع بزرگتر فرود می آيد، از طول ارتفاعی که بر ضلع کوچکتر مثلث فرود . ۴۵

  .آمده است، تجاوز نمی کند
را، که تعداد ضلع های آن عددی فرد است، به سه رنگ مختلف طوری در آورده ايم راس های يک چندضلعی کوژ . ۴۶

ثابت کنيد، چندضلعی را می توان به وسيله ی قطر های غير . که، هر دو رأس مجاور، رنگ های متفاوتی داشته باشند
  .دمتقاطع خود، طوری به صورت مثلث ها بريد که، در هر مثلث، راس ها به سه رنگ مختلف باشن

1مکعب مستطيل  حداکثر چند. ۴٧ 1 4× 6 را می توان در مکعب × 6 6×  جا داد، به نحوی که وجه های آن ها با وجه ×
  های متناظر مکعب، موازی باشند؟

 *۴٨ .O مرکز تقارن چندضلعی کوژ ،Fاست  .A1 و ،A2 و همچنين B1 و B  را نقطه هايی از چندضلعی می گيريم 2

 OA1 با انتقال موازی به اندازه ی بردار های Fمی دانيم اجتماع چندضلعی هايی که از . ، قرينه ی هم باشندOکه، نسبت به 

B و B1 به دست می آيند، نقطه های OA2و   Fثابت کنيد، اجتماع چندضلعی هايی که از انتقال موازی .  را نمی پوشاند2

OB و OA1 ،OA2، OB1به اندازه ی بردار های    . را می پوشانندF به دست می آيند، تمامی چندضلعی 2
١٩٨١  

  سال پنجم
 کوليا، برابر ۵کوليا و واسيا، دانش آموزان سال پنجم، نمره های خود را با هم مقايسه کردند؛ معلوم شد، تعداد نمره های . ١

 کوليا با تعداد نمره ٣ واسيا؛ تعداد نمره های ٣ کوليا با تعداد نمره های ۴ واسيا؛ تعداد نمره های ۴ی است با تعداد نمره ها
به جز اين، معلوم شد، مجموع .  واسيا يکی است۵ کوليا با تعداد نمره های ٢ واسيا؛ و سرانجام، تعداد نمره های ٢های 

  .ثابت کنيد، آن ها در محاسبه اشتباه کرده اند. ت و معدل دو نفر هم برابر اس۵۴نمره های هر يک برابر 
، تعداد رقم ٢ و ١، يک عدد نه رقمی طوری ساخت که تعداد رقم های بين ٩، و ...، ٣، ٢، ١آيا می توان با رقم های . ٢

  ، عددی فرد باشد؟٩ و ٨، تعداد رقم های بين ...، ٣ و ٢های بين 
٣ .A ،B و Cدر درون مثلث . ت نيستند، سه نقطه اند که روی يک خط راسABC ،نقطه ی ديگر انتخاب کرده ايم٩  .

 نقطه را به وسيله ی پاره خط های راست طوری به هم وصل کنيد که، اين پاره خط های راست يکديگر ١٢برخی از اين 
گر وصل  نقطه، درست به پنج نقطه ی دي١٢ به مثلث های کوچکتری تقسيم شود و هر يک از ABCرا قطع نکنند، مثلث 

  .شده باشد
12روی صفحه ی کاغذ شطرنجی، مربع . ۴ دست کم چند خانه ی آن را بايد رنگ کرد تا نتوان در .  را رسم کرده ايم×12

  ، جدا کرد؟٩بخش رنگ نشده، سه خانه را شبيه شکل 



  
n وجود دارد، به نحوی که عدد nآيا عدد طبيعی . ۵    آغاز شود؟١٢٣۴۵۶٧٨٩، از سمت چپ با رقم های 2
 روبل ٣ثابت کنيد، با اين سکه ها می توان .  روبل داريم۴ کوپکی، 1๐ کوپکی و ۵ کوپکی، ٢ کوپکی، ١از سکه های . ۶

  ]. کوپک است1๐๐ هر روبل، [. جدا کرد
  سال ششم

، عدد nکنيد، به ازای هر عدد طبيعی ثابت . ٧
n n−

−
1 1
81 9
๐عددی درست است ،.  

 را روی نيم B و نقطه ی OX را روی نيم خط راست Aنقطه ی .  واقع استXOY در درون زاويه ی قائمه Cنقطه ی . ٨
  . بزرگتر استOCراست  از دو برابر طول پاره خط ABCثابت کنيد، محيط مثلث .  انتخاب کرده ايمOYخط راست 

  ۴همان مساله ی . ٩
  .۶همان مساله ی . ١٠
n چنان است که nعدد طبيعی . ١١ +2 nثابت کنيد، در عدد . ، عددی ده رقمی شده است1 +2 ، به دو رقم برابر، 1

  .برخورد می کنيم
می توانيم، هر بار، يک واحد به هر دو عددی که در دو سر يک . ته ايمعدد های درست را در رأس های مکعب نوش. ١٢

 بخش ٣آيا می توان با تکرار اين عمل، به جايی رسيد که همه ی عدد های واقع در رأس ها بر . يال قرار دارند، اضافه کنيم
   را گذاشته باشيم؟๐ و در بقيه ی رأس ها، عدد ١پذير باشند، به شرطی که در آغاز، در يکی از رأس ها، عدد 

  سال هفتم
 به دست ١٩٨١آيا عددی طبيعی وجود دارد که، با حذف رقم اول سمت چپ آن، خارج قسمت حاصل از تقسيم عدد بر . ١٣
  آيد؟
  .٨همان مساله ی . ١۴
  .۴همان مساله ی . ١۵
١۶ .m ٣، عدد طبيعی دلخواهی است، بزرگتر از .Sی عدد های طبيعی ، مجموع همه x است، به شرطی که x از m 

xتجاوز نکند و  x− +2 m، بر Sثابت کنيد، .  بخش پذير باشدm بر 1 + در حالتی که، چنين عدد های ( بخش پذير است 1
xوجود نداشته باشند، آن ها را بر صفر می گيريم .(  
PP1، پاره خط های راست ABC در درون مثلث  واقعMاز نقطه ی . ١٧ 2 ،Q Q1 R، و 2 R1  را، به ترتيب موازی با 2

ثابت .  رسم کرده ايم، به نحوی که دو انتهای هر پاره خط راست روی دو ضلع مثلث باشدAB، و BC ،ACضلع های 
  :کنيد

PP Q Q R R
BC AC AB

+ + =1 2 1 2 1 2 2  

  .١٢همان مساله ی . ١٨
  سال هشتم

   عدد درست متوالی وجود دارد که مجموع آن ها، مکعب يک عدد طبيعی باشد؟١٩٨١آيا . ١٩
در هر مستطيل، نسبت طول ضلع . مربع واحد را به مستطيل هايی با ضلع های موازی ضلع های مربع تقسيم کرده ايم. ٢٠

  .ثابت کنيد، مجموع اين نسبت ها، کمتر از واحد نيست. ر را به دست آورده ايمکوچکتر به ضلع بزرگت
xثابت کنيد، اگر . ٢١ xy xz+ + <2 ๐ آن گاه ،y xz>2 4.  
C، نقطه های ABC از مثلث ABروی ضلع . ٢٢ C و 1 ، CA؛ روی ضلع A2 و A1، نقطه های BCضلع ، روی 2

B و B1نقطه های    : را طوری انتخاب کرده ايم که داشته باشيم2
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Aثابت کنيد، از برخورد مثلث های  B C1 1 A و 1 B C2 2   .، شش مثلث برابر به دست می آيد2
، در نقطه های گرهی يک صفحه ی کاغذ شطرنجی نامتناهی، با خانه های به ضلع واحد، قرار ABCراس های مثلث . ٢٣

ABثابت کنيد، اگر . دارد AC> آن وقت ،AB AC
p

− >
  . استABC، محيط مثلث p که، در آن، 1

مهره ای در روی صفحه ی شطرنج، می تواند از طريق خانه های سياه حرکت کند؛ در ضمن، با يک حرکت می . ٢۴* 
  دست کم چند حرکت لازم است تا همه ی خانه های سياه را بپيمايد؟. تواند به هر يک از خانه های قطری مجاور برود

  مسال نه
ثابت . مجموع فاصله های هر نقطه ی درونی چهارضلعی کوژ تا خط های راست شامل ضلع ها، مقداری ثابت است. ٢۵

  .کنيد، اين چهارضلعی، متوازی الاضلاع است
  .٢٠همان مساله ی . ٢۶
9 برای جدول ٢۴همان مساله ی . ٢٧   .)خانه ی چپ و پايين جدول، سياه است (×9
naدنباله ی . ٢٨ a a< < < < <1   : داريمn، از عدد های طبيعی، چنان است که، برای هر عدد طبيعی 21

nn a na a+ = 2  
na: ، داشته باشيمn وجود دارد، به نحوی که، برای هر عدد طبيعی cثابت کنيد، عدد طبيعی  c n= +.  

   چنان اند کهA و a، b ،c ،dعدد های درست . ٢٩
,a A b c A d+ = + =2 2 2 2  

  .ثابت کنيد، عدد زير، مجذور يک عدد طبيعی است
( )( )( )a b c d ac bd A+ + + −2  

  .٢٣همان مساله ی . ٣٠
  سال دهم

ی ثابت کنيد، اين دو چندضلعی را م. در هر يک از دو شانزده ضلعی منتظم مساوی، هفت رأس را نشان گذاشته ايم. ٣١
  .توان طوری روی هم قرار داد که، دست کم چهار رأس نشان دار اولی بر چهار رأس نشان دار دومی منطبق شود

  .٢٣همان مساله ی . ٣٢
  .٢٩همان مساله ی . ٣٣
CC و AA1 ،BB1روی يال های جانبی . ٣۴ ABCAظور مثلث القاعده ی ، از من1 B C1 1  C๐ و A๐ ،B๐، نقطه های 1

  را طوری نشان گذاشته ايم که
, ,AA a BB b CC c= = =๐ ๐ ๐  

M را نقطه ی برخورد صفحه های A BC๐ ،B AC๐ و C AB๐ می گيريم و، از آن، پاره خط راست MP را موازی 
MPثابت کنيد، اگر ).  استABC، روی صفحه ی قاعده ی P(يال های جانبی منشور رسم می کنيم  d=آن وقت ،  

d a b c
= + +

1 1 1 1  

1، برای صفحه ی شطرنجی ٢۴ساله ی همان م. ٣۵ 1๐ ๐×.  
 رقم پشت سر هم، برابر صفر 3๐ وجود دارد که، در صد رقم سمت راست آن، دست کم ۵آيا توانی طبيعی از عدد . ٣۶* 

  باشد؟
  دور نهايی

   را طوری پيدا کنيد کهpعدد طبيعی . ٣٧
+

222 9  
  ). استفاده شده است٢ بار از عدد pدر عدد بالا، ( عددی اولی باشد 



Cنقطه های . ٣٨ 1 ،B1 و A1،روی ضلع های  را، به ترتيب AB ،AC و ،BC از مثلث متساوی الاضلاع ABC که ،
ABبيشترين مقدار مجموع شعاع های دايره های محاطی مثلث های .  دارد، انتخاب کرده ايم٢ ضلعی به طول C1 1 ،

A BC1 A و 1 B C1    چقدر می تواند باشد؟1
در ضمن، . بت، از اين توده مهره بر می دارنددو نفر با هم بازی می کنند و، به نو.  مهره وجود داردmتوده ای شامل . ٣٩
 m. کسی بازی را می برد که آخرين مهره را بردارد.  مهره برداشتk تا ١ امين حرکت، می توان، به دلخواه، از kدر 

  چقدر باشد تا کسی که بازی را آغاز می کند بتواند برنامه ای برای برد حتمی خودش بريزد؟
  : پيدا کرد، به نحوی  که داشته باشيمd و a ،b ،cدار های گويايی برای عدد های ثابت کنيد، نمی توان مق. ۴٠

( ) ( )a b c d+ + + = +4 43 3 1 3  
8 خانه از مربع سفيد ١۶. ۴١  خانه ٢ را به رنگ سياه درآورده ايم؛ در ضمن، در هر سطر و در هر ستون، درست ×8

  .دوباره رنگ کردن سطر ها و ستون ها، نمی توان تعداد خانه های سياه را کمتر کردثابت کنيد، با . سياه شده است
، بدون تکرار رقم ها، وجود دارد، به نحوی که بتوان، هر عدد سه رقمی ۶ تا ١ عدد شش رقمی با رقم های از ۶آيا . ۴٢* 

   رقم آن به دست آورد؟٣دد، با خط زدن  ع۶، بدون تکرار رقم ها، از يکی از اين ۶ تا ١دلخواه را که با رقم های از 
۴٣ .p علامت در هر حرکت، می توان . 1− يا 1+ عدد را در يک رديف نوشته ايم، هر يک از اين عدد ها برابر است با

جام داد تا، برای هر رديفی که در آغاز دست کم چند بار بايد اين حرکت را ان. های چند عدد رديف هم را عوض کرد
  انتخاب کرده ايم، به دنباله ای برسيم که تنها شامل واحد ها باشد؟

آيا می توان پنج نقطه با فاصله های دو به دو مختلف، طوری در فضا پيدا کرد که محيط همه ی پنج ضلعی های . ۴۴* 
  ؟فضايی با رأس هايی در اين پنج نقطه، با هم برابر باشند

] در بازه ی c و a ،bعدد های . ۴۵ , ]1๐درستی اين نابرابری را ثابت کنيد.  واقع اند:  
( )( ) ( )( ) ( )( )a b c b a c c a b abc− − + − − + − − ≤ +1 1 1 1 1 1 1  

 *۴۶ .a1 ،a2 ،... ،a7 ؛b1 ،b2 ،... ،b7 ؛c1 ،c2 ،... ،c7ثابت .  را، سه انتخاب از عدد های درست فرض می کنيم
)کنيد، می توان چند گروه سه تايی  , , )i i ia b c و البته، نه همه ی آن ( ، با انديس های برابر، از اين سه انتخاب، حذف کرد

  . باشد٣، به نحوی که، مجموع عدد های باقی مانده در هر يک از سه انتخاب اصلی، بخش پذير بر )ها را
١٩٨٢  

  سال پنجم
ود دارد که، با حذف يکی از رقم چند شماره ی هفت رقمی تلفن وج. شماره ی شش رقمی تلفن شخصی داده شده است. ١

  های آن، شماره ی شش رقمی تلفن اين شخص به دست می آيد؟
 سانتی متر در همان جهت و يا در جهت عکس؛ بعد، در همان جهت يا جهت ٣ سانتی متر می جهد؛ سپس ١حشره ای، . ٢

  ود برگردد؟ پرش، به جای اول خ٢۵آيا ممکن است، بعد از .  سانتی متر می جهد و غيره۵عکس، 
5برخی از خانه های يک جدول . ٣ ثابت کنيد، می توان چهار .  را به رنگ قرمز و بقيه را به رنگ آبی درآورده ايم×5

  . که در محل برخورد دو سطر و دو ستون باشندخانه از جدول را با يک رنگ پيدا کرد
  . بخش پذير نيست77๐ باشد، حاصل ضرب آن ها بر 77๐بر ثابت کنيد، اگر مجموع دو عدد طبيعی برا. ۴
 را روی يال های مکعب طوری قرار دهيد که، مجموع عدد های واقع بر هر وجه، برابر با ١٢ تا ١عدد های از . ۵

  .مجموع عدد های واقع بر هر وجه ديگر باشد
هر نفر بايد، در نوبت خود، مجموعه ای دلخواه را که . چند مجموعه ی مهره وجود دارد. زی می کننددو نفر با هم با. ۶

بازی تا آن جا ادامه پيدا می کند که، هيچ مجموعه ای، بيش از يک . بيش از دو مهره دارد، به دو بخش کوچکتر تقسيم کند
ثابت کنيد، اگر در آغاز، يک مجموعه ی شامل . اده باشدکسی برنده است که آخرين حرکت را انجام د. مهره نداشته باشد

1๐๐مهره وجود داشته باشد، کسی که بازی را آغاز کند، می تواند برنده شود .  
  سال ششم

٧ .a و bخارج : تقسيم کرده ايم٩دو عدد را بر . ، دو عدد دو رقمی هستند که، رقم سمت راست آن ها، با هم برابر است 
 برابر ٩ بر b؛ و خارج قسمت حاصل از تقسيم ٩ بر b برابر باقی مانده ی حاصل از تقسيم ٩ بر aقسمت حاصل از تقسيم 

  . را پيدا کنيدb و aهمه ی اين گونه عدد های .  شده است٩ بر aباقی مانده ی حاصل از تقسيم 
  .٣همان مساله ی . ٨
3ابر ثابت کنيد، اگر مجموع دو عدد طبيعی بر. ٩ 3๐๐ ๐ 3 باشد، حاصل ضرب آن ها بر 3๐๐ ๐بخش پذير نيست .  
ثابت کنيد، روی محيط اين دايره، نقطه ای پيدا می .  نقطه، روی صفحه داده شده است١٩٨٢دايره ای به شعاع واحد و . ١٠

  . بيشتر باشد١٩٨٢ نقطه، از ١٩٨٢شود که مجموع فاصله های از آن تا 
 سانتی متر می ٢ درجه می چرخد و بعد به اندازه ی 9๐ سانتی متر می جهد، به اندازه ی ١حشره ی به اندازه ی . ١١

 ١٩٨٢کن است، بعد از آيا مم.  سانتی متر می جهد و غيره٣ درجه می چرخد و به اندازه ی 9๐جهد، باز هم به اندازه ی 
  پرش، در جای اول خود باشد؟



در يک مدرسه، هيچ دانش آموز پسری با همه ی دانش آموزان دختر، درس رياضی را تمرين نکرده است، ولی هر . ١٢
Mثابت کنيد دو زوج . دانش آموز دختر، دست کم با يک پسر، درس رياضی را تمرين کرده است 1 ،D1 و M 2 ،D2 

)M پسر و Dپيدا می شود که )  دخترM M و D1 با 1 Mی  درس خوانده است، ولD2 با 2 M و D2 با 1  D1 با 2
  .نبوده است
  سال هفتم

  : می دانيمbو a درباره ی دو عدد . ١٣
ab

a b
+⎛ ⎞ <⎜ ⎟+⎝ ⎠

21 1  

  .يگری کوچکتر از واحد است، يکی بزرگتر از واحد و دb و aثابت کنيد، از دو عدد 
ثابت کنيد، برای هر چهار زاويه از يک چندضلعی کوژ، مجموع دو زاويه، از تفاضل دو زاويه ی ديگر، بزرگتر . ١۴
  .است
222ثابت کنيد، عدد . ١۵ )، قابل تبديل به صورت )٢ رقمی با رقم های برابر ١٩٨٢عددی  ( 2 )xy x y+ نيست )x 
  ).، عدد هايی درست اندyو 
دانش آموزان کلاس های ششم و هفتم، در يک مسابقه ی تنيس روی ميز شرکت کردند؛ در ضمن، تعداد دانش آموزان . ١۶

تعداد بازی های برندگان کلاس . مسابقه در يک دور انجام گرفت. کلاس ششم، دو برابر تعداد دانش آموزان کلاس هفتم بود
  چند دانش آموز در اين مسابقه شرکت داشتند؟.  بيشتر از تعداد بازی های برندگان کلاس ششم بود4๐%م، هفت
3 بزرگتر نباشند، در خانه های يک جدول 4๐نه عدد طبيعی را، که از . ١٧ صلضرب عدد  طوری قرار دهيد که حا×3

  .ها در هر سطر، در هر ستون و در هر يک از دو قطر، يکسان باشد
  .١٢همان مساله ی . ١٨

  سال هشتم
١٩ .p1 ،p2 و ،p3 ثابت کنيد، اگر هر . ند برای بزرگترين درجه، هستمثبت، سه جمله ای هايی درجه ی دوم، با ضريب

pدوتا از آن ها، ريشه ی مشترک داشته باشند، آن وقت، سه جمله ای  p p+ +1 2   .، ريشه دارد3
AC است و، در ضمن A دو برابر زاويه ی C، زاويه ی ABCدر مثلث . ٢٠ BC= ثابت کنيد، اين مثلث قائم . 2

  .الزاويه است
  ر جمله ی نخست يک دنباله عبارت است ازچها. ٢١

, , ,1 9 8 2  
آيا در اين دنباله، به . از جمله ی چهارم به بعد، هر جمله برابر است با رقم سمت راستِ  مجموعِ  چهار جمله ی قبل از آن

  رديف چهار جمله ی
, , ,3 4 4๐  

  برخورد می کنيم؟
 ١٨ثابت کنيد، با يک .  ضلعی، بر حسب درجه، با عددی درست بيان می شود١٨ن دو قطر دلخواه يک هر زاويه ی بي. ٢٢

  .ضلعی منتظم سر و کار داريم
5خانه های يک مستطيل . ٢٣ ثابت کنيد، می توان سه سطر و سه ستون .  را، با دو رنگ مختلف، رنگ کرده ايم×41

  . خانه ای که در تقاطع اين سطر ها و ستون ها قرار دارند، از يک رنگ باشند٩هر طوری انتخاب کرد که، 
n( خط راست n2صفحه را به وسيله ی . ٢۴ > به بخش هايی تقسيم کرده ايم؛ در ضمن، هيچ دو خط راستی با هم ) 1

nثابت کنيد، اين بخش ها، با بيش از . يک نقطه نمی گذرندموازی نيستند و هيچ سه خط راستی از  −2  زاويه به وجود 1
  .نيامده اند
  سال نهم

  .٢٠همان مساله ی . ٢۵
  .٢١همان مساله ی . ٢۶
  .٢٢همان مساله ی . ٢٧
  :می دانيم. ٢٨

a b c a c b b c a
ab ac bc

+ − + − + −
+ + =

2 2 2 2 2 2 2 2 2
12 2 2  

  . است1− و يک کسر برابر ١ر ثابت کنيد، از اين سه کسر، دو کسر براب
  : وجود دارد، به نحوی که داشته باشيمn، عدد طبيعی kثابت کنيد، برای هر عدد طبيعی . ٢٩

( )k
kn n+ + = +1981 1982 1  



ر مهره می توانيم، ه. چند مهره روی صفحه ريخته شده است؛ در ضمن، همه ی آن ها روی يک خط راست نيستند. ٣٠٠
ثابت کنيد، با اين عمل می توان مهره ها . ی دلخواه را به جايی منتقل کنيم که قرينه ی آن نسبت به يک مهره ی ديگر باشد

  .را به صورت رأس های يک چندضلعی کوژ درآورد
  سال دهم

  .٢١همان مساله ی . ٣١
  .٢٣همان مساله ی . ٣٢
  .٢٨همان مساله ی . ٣٣
، نيمساز زاويه ی AK.  درجه18๐ برابر است با BAD و BACموع زاويه های ، مجABCDدر چهارضلعی . ٣۴

CADمقدار زاويه ی .  استBAKرا پيدا کنيد .  
 ضلعی منتظم، عدد هايی مخالف صفر، طوری قرار داد که مجموع عدد nثابت کنيد می توان روی رأس های يک . ٣۵

k( ضلعی منطبق است nعی منتظم، که رأس های آن بر رأس های  ضلkهای واقع در رأس های هر  n≤( برابر صفر ،
  .شود

 *٣۶ .n4نقطه های .  نقطه روی محيط دايره ای انتخاب و آن ها را، يک در ميان، به رنگ های قرمز و آبی درآورده ايم
در (يم و نقطه های هر زوج را با پاره خط های راستی از همان رنگ، به هم وصل کرده ايم هر رنگ را، به زوج هايی تقس

 نقطه ی برخورد پاره خط های nثابت کنيد، دست کم، ). ضمن، هيچ سه پاره خط راستی، در يک نقطه به هم نرسيده اند
  .راست قرمز با پاره خط های راست آبی پيدا می شود

  دور نهايی
، بتوان دو O ضلعی منتظم به مرکز 36๐ رأس دلخواه يک 18๐ وجود دارد، به نحوی که از هر kيعی آيا عدد طب. ٣٧

   درجه باشد؟k، برابر AOB طوری انتخاب کرد که، مقدار زاويه ی B و Aرأس 
=مربع را به . ٣٨ 298 1 99๐تقسيم و مرکز های همه ی اين مربع ها را، به جز يک مربع گوشه ای، نشان  مربع برابر 

. نقطه هايی را که نشان گذاشته ايم، به زوج هايی تقسيم و نقطه های هر زوج را، با برداری به هم پيوسته ايم. گذاشته ايم
  .ثابت کنيد، مجموع اين بردار ها، بردار صفر نمی شود

٣٩ .1๐حداکثر، چند پاره خط راست، که دو انتهای هر يک از آن ها در اين نقطه .  نقطه روی محيط دايره انتخاب کرده ايم
ها باشند، می توان رسم کرد، به نحوی که هيچ سه پاره خط راستی، تشکيل يک مثلث، به رأس هايی در اين نقطه ها، 

  ندهند؟
 پيراشکی خريد ٩واسيا، . ينی و گوشتی خريد و، برای آن ها، يک روبل پرداخت پيراشکی از دو نوع سيب زم٨پتيا، . ۴٠

هر پيراشکی گوشتی چند می ارزد، به شرطی که بدانيم، پيراشکی گوشتی گران تر . و يک روبل و يک کوپک پرداخت
  . کوپک است1๐๐است و، در ضمن، هر پيراشکی قيمتی بيش از يک کوپک دارد؟ هر روبل، برابر 

بر .  استAC و BC، نقطه های تماس اين دايره، با ضلع های E و D محاط نقطه های ABCدايره ای در مثلث . ۴١
، K و D ،E، پای اين عمود باشد، ثابت کنيد، سه نقطه ی Kاگر .  را رسم کرده ايمBK، عمود BACنيمساز زاويه ی 

  .روی يک خط راست اند
۴٢ .( )nA دنباله ای بی پايان از عدد های طبيعی است و می دانيم ،n k kA A+  و n، به ازای عدد های طبيعی و دلخواه −

k بر ،nAحاصل ضرب .  بخش پذير استnA A A1 n ثابت کنيد، . می ناميمnB را 2 kB ، بر k و n به ازای هر +

n kB Bبخش پذير است .  
 *۴٣ .nراست و هيچ چهار نقطه ای روی محيط  نقطه روی يک صفحه اند، به نحوی که، هيچ سه نقطه ای روی يک خط 

nثابت کنيد، حداکثر . يک دايره نيستند ) از نقطه های مفروض( دايره پيدا می شود که، هر کدام از آن ها، از سه نقطه 2−
  .می گذرد و همه ی نقطه های ديگر، در درون آن قرار می گيرند

 b و aثابت کنيد، مجموعه ی همه ی عدد های طبيعی را نمی توان به دو مجموعه چنان تقسيم کرد که، اگر عدد های . ۴۴* 
abکی از اين دو مجموعه باشد، عدد متعلق به ي   . هم متعلق به همان مجموعه باشد1−

١٩٨٣  
  سال پنجم

١ .3๐6%رديف امتياز های کسانی را به حساب آوردند که، دست کم .  نفر در مسابقه ی شطرنج شرکت کردند๐ امتياز 
  حداکثر، چند نفر ممکن است وارد رديف بندی شده باشند؟.  ممکن را به دست آورده باشندهای
٢ (1๐ 1 مقوای مستطيل شکل 2๐ ๐× 2 سانتی متری را به๐با اين تکه ها، چگونه می توان.  تکه ی مثلثی شکل بريده ايم 

  يک مربع ساخت؟
اين سخنان را شنيده . هر يک از چهار نفر به نيا، وه نيا، سه نيا، و ژه نيا، يا هميشه راست می گويد و يا هميشه دروغ. ٣
  :ايم

  .تو دروغ گويی): به وه نيا( به نيا 
  .تو هم دروغ گويی): به نيا(ژه نيا 
  .در ضمن، تو هم دروغگويی) بعد از اندکی فکرو . (بله، هر دوی آن ها دروغگو اند): به ژه نيا( سه نيا 



  از اين چهار نفر، کدام راستگو و کدام دروغگو هستند؟
از کيسه ای که شامل برگ های کوچک کاغذی سياه و سفيد است، هشت برگ بيرون آورده ايم و آن ها را روی محيط . ۴

آن ها، برگ هايی با رنگ مخالف هر يک از آن ها هر بار، سه برگ رديف هم را برداشته و به جای . دايره ای چيده ايم
  .ثابت کنيد، با تکرار اين عمل، می توان به حالتی رسيد که همه ی برگ ها سفيد باشند. گذاشته ايم

ماشين زمان امکان می دهد از اول مارس به اول نوامبر هر سال ديگر يا از اول آوريل به اول دسامبر، از اول مه به . ۵
بارون مون هاوزن، در اول آوريل با . دو بار پياپی نمی توان از ماشين زمان استفاده کرد.  غيره منتقل شويماول ژانويه و

به بارون ثابت کنيد .  ماه در مسافرت بوده است٢۶او ادعا کرد . ماشين زمان به مسافرت رفت و بعد از لحظه ای برگشت
  .که درست نمی گويد

ار رقمی ساخته ايم که، يکی از آن ها، بزرگترين عدد از بين عدد های چهار رقمی است با چهار رقم مختلف، دو عدد چه. ۶
که با رقم های مفروض می توان ساخت و، ديگری، کوچکترين عدد چهار رقمی در بين آن ها است؛ در ضمن، در اين دو 

1مجموع اين دو عدد، برابر است با . عدد چهار رقمی، رقم تکراری وجود ندارد 477๐ .اين چهار رقم را پيدا کنيد.  
  سال ششم

a بخش پذير باشد، آن وقت p بر عدد اول a دارای اين ويژگی است که، اگر aعدد زوج . ٧ p بر 1−  بخش پذير 1−
  . است٢، توانی از aثابت کنيد . است
 سانتی ١٧طول هر بخش از . تقسيم کرده ايم) که لازم نيست با هم برابر باشند( متر را به پنج بخش ٢ميله ای به طول . ٨

  .ثابت کنيد، از بين اين پنج تکه، می توان سه ميله انتخاب کرد که، با آن ها، بتوان يک مثلث ساخت. متر کمتر نيست
 با هم C و B با هم و دو زاويه ی D و A زاويه ی  نشان داده شده است، دو١٠در پنج ضلعی ستاره ای که در شکل . ٩

 هم، DE و AEثابت کنيد، پاره خط های راست . ، طول هايی برابر دارندCD و ABبرابرند؛ همچنين، دو پاره خط راست 
  .طولی برابر دارند

  
با هر حرکت می توان علامت سه .  است، روی محيط دايره ای نوشته ايم1− يا 1+هشت عدد، که هر يک برابر . ١٠

 و 1+ثابت کنيد، با تکرار اين حرکت، می توان از رديفی از دو عدد . عددی را که در رديف هم قرار دارند عوض کرد
  .، به هر رديف ديگری رسيد1−
  .۵له ی همان مسا. ١١
 نقطه ی قرمز در درون مثلث طوری قرار داد 2๐ نقطه ی آبی و 1๐آيا می توان . راس های مثلثی، به رنگ آبی اند. ١٢

م يک که، هيچ سه نقطه ی آبی، روی يک خط راست نباشند و، در ضمن، در درون هر مثلث با رأس های آبی، دست ک
  نقطه ی قرمز قرار گرفته باشد؟

  سال هفتم
  .٩همان مساله ی . ١٣
1هر خانه از مربع شطرنجی . ١۴ 1๐๐ ๐๐× را، به رنگ سياه يا سفيد درآورده ايم؛ در ضمن، تعداد خانه های سياه، با تعداد 

 روی خط های راست شبکه، به دو چندضلعی طوری ثابت کنيد، اين مربع را می توان، با برش. خانه های سفيد برابر است
  .تقسيم کرد که، در هر کدام از آن ها، تعداد خانه های سياه با تعداد خانه های سفيد برابر باشد

ثابت .  سانتی متر کمتر نيست١٩ متر را به پنج بخش تقسيم کرده ايم که؛ در ضمن، هيچ بخشی از ٢ميله ای به طول . ١۵
  .بخش دلخواه از اين پنج بخش، می توان يک چهار ضلعی ساختکنيد، با هر چهار 

  .١٢همان مساله ی . ١۶
582+ثابت کنيد، عدد . ١٧   . را می توان به صورت ضرب سه عدد طبيعی بزرگتر از واحد، تبديل کرد1
24در هر خانه از جدول . ١٨ در هر حرکت، می توان علامت يکی از .  را نوشته ايم1− يا 1+ف يکی از دو عدد ×24

ثابت کنيد، با . عدد ها را، همراه با علامت های ستونی که اين خانه در آن است يا سطر مربوط به اين خانه، عوض کرد
  .دد های جدول، به هر وضع ديگری رسيدتکرار محدود اين حرکت، می توان از هر وضع نخستين ع

  سال هشتم



 با مجموع رقم های a5ثابت کنيد، مجموع رقم های عدد .  به دست آمده استb از جا به جايی رقم های عدد aعدد . ١٩
  . برابر استb5عدد 
می دانيم در هيچ کدام از رديف های فرد بازی، بازی به صورت . زی کردند دور متوالی با هم با٢۴دو شطرنج باز، . ٢٠

حداکثر امتياز برنده ی مسابقه، . مساوی تمام نشده است؛ در ضمن هيچ کدام از دو بازی کن، در سه دور متوالی نبرده است
  چقدر می تواند باشد؟

له ی پاره خط های راست، به رأس ها وصل کرده نقطه ای را که در درون يک شش ضلعی منتظم قرار دارد، به وسي. ٢١

2ثابت کنيد، با اين پاره خط های راست، می توان يک شش ضلعی ساخت که، مساحت آن، از . ايم
 مساحت شش ضلعی 3

  .نخستين، کمتر نباشد
 را، به p، خط راست AC و AB ،BCخط های راست .  موازی استABC از مثلث CM، با ميانه ی pخط راست . ٢٢

Cترتيب، در  1 ،A1 و ،B1ثابت کنيد، مساحت مثلث .  قطع کرده اندAA C1 BB با مساحت مثلث 1 C1   . برابر است1
٢٣ .4๐๐ثابت کنيد، در بين اين متوازی الاضلاع ها، دست .  ضلعی منتظم را به صورت متوازی الاضلاع هايی بريده ايم
  . مستطيل وجود دارد1๐๐کم 
برخی ( کردند آن ها با سرعت های ثابت و، از نظر مقدار برابر، آغاز به حرکت. چند نقطه، روی محيط دايره اند. ٢۴* 

وقتی دو نقطه به هم بر می خورند، بلافاصله و هر ). در جهت حرکت عقربه های ساعت و برخی ديگر در خلاف اين جهت
دو، جهت حرکت خود را عوض می کنند؛ در ضمن روی محيط دايره باقی می مانند و سرعت خود را، از لحاظ مقدار، 

  .د که، هر نقطه، در جای نخستينِ  خود قرار می گيردثابت کنيد، لحظه ای فرا می رس. حفظ می کنند
  سال نهم

:  را پيدا کنيد، به شرطی که بدانيمBمقدار زاويه ی .  رسم کرده ايمABC را در مثلث CP و AHارتفاع های . ٢۵
AC PH= 2.  

می » درست«اشند، آن وقت، نقطه را اگر هر دو مختص نقطه ای در دستگاه محور های مختصات، عدد های درستی ب. ٢۶
مربعی را، که رأس های آن نقطه . می ناميم، وقتی هر دو مختص آن، عدد هايی اول باشند» اول«نقطه ی درست را . ناميم

را » مربع های اول«همه ی . می ناميم، وقتی که هر نقطه ی درست واقع بر محيط آن، اول باشد» اول«هايی درست باشند، 
  .پيدا کنيد

با سوت داور، هر .. چند کودک، به صورت دايره ای ايستاده اند و، هر کدام از آن ها، چند شکلات در دست خود دارند. ٢٧
اگر تعداد شکلات های کسی فرد باشد، داور، پيش از (نفر، نصف شکلات های خود را به نفر دست راستی خود می دهد 

ثابت کنيد، زمانی فرا می رسد که، تعداد شکلات . بار تکرار می شودبازی چند ). آغاز بازی، يک شکلات به او می دهد
  .ها، به طور مساوی بين کودکان تقسيم شده است

nبه ازای کدام عددهای طبيعی . ٢٨ ≥   ، نابرابری2
( )n n nx x x x x x x −+ + + ≥ + + +2 2 2

1 2 1 2 1  
   برقرار است؟ixبرای همه ی مقدار های متغير های 

Kدايره های . ٢٩ K و 1  بر اين دو دايره، از بيرون 2 و 1خط های راست . ، دارای نقطه های مشترک درونی نيستند2
Kثابت کنيد، دايره های .  يک چهار ضلعی محيطی اندمماس اند و چهار نقطه ی تماس، راس های K و 1 ، بر هم از 2

  .بيرون مماس اند
  .٢۴همان مساله ی . ٣٠

  سال دهم
)دنباله ی . ٣١ )nx و ( )nyطوری ساخته شده اند که   

, ,
( ) , ( )n n n n n n

x x y y
x x x y y y+ + + +

= = = = −

= + + = + +
1 2 1 2

2 1 2 1

1 1
1 1 1 1

๐ ๐
  

  .ثابت کنيد، هر عدد طبيعی، حداکثر در يکی از اين دنباله ها وجود دارد
  .٢٧همان مساله ی . ٣٢
  .٢٨همان مساله ی . ٣٣
ثابت کنيد، صفحه . می دانيم، نيمساز های دو زاويه ی مسطحه ی آن، بر هم عمودند. يک کُنج سه وجهی مفروض است. ٣۴

  .مساز می گذرد، بر وجه سوم کنج عمود استای که از اين دو ني
مقدار .  ضلعی، مرکز های دو کره ی محاطی و محيطی هرم، بر هم منطبق اند2๐در يک هرم منتظم با قاعده ی . ٣۵

  .پيدا کنيد) برحسب درجه(زاويه های دو وجهیِ  وجه های جانبی هرم را 
  .٢۴همان مساله ی . ٣۶

  ايیدور نه



ثابت کنيد، مثلث متساوی الساقينی می توان پيدا کرد که، راس .  ضلعی منتظم را علامت گذاشته ايم2๐ راس يک ٩. ٣٧
  .های آن، در نقطه های نشان دار باشد

از .  دست آورده ايمقرينه ی مثلث را نسبت به اين نقطه به.  و نقطه ای در صفحه ی مثلث داده شده استABCمثلث . ٣٨

2ثابت کنيد، مساحت اين چندضلعی، از . ، يک چندضلعی به دست آمده استABCبرخورد مثلث قرينه با مثلث 
 مساحت 3

  . تجاوز نمی کندABCمثلث 
 يک صليب رسم دو نفر روی يک صفحه ی کاغذ شطرنجی بی پايان، به نوبت، با نقطه گذاری در خانه های جدول،. ٣٩

اولی می کوشد، به کمک چهار صليبی که رسم شده است مربعی بسازد که ضلع های آن، با ضلع های خانه های . می کنند
  آيا اولی می تواند، با برنامه ريزی درست، برنده شود؟. جدول موازی باشد و دومی می کوشد مانع او شود

، پاره خط راست ABروی نيم خط راست .  درجه است1๐๐برابر ، ABCزاويه ی راس، در مثلث متساوی الساقين . ۴٠
AM را برابر قاعده ی BCاندازه ی زاويه ی .  جدا کرده ايمBCMرا پيدا کنيد .  
همه ی عدد ها، ( را روی محيط دايره طوری قرار داد a1 ،a2 ،... ،na عدد n، می توان nبه ازای کدام عدد طبيعی . ۴١

k، به نحوی که، برای هر )با هم، برابر صفر نيستند n≤ مجموع ،k عدد رديف، با آغاز از kaبرابر صفر شود؟ ،  
1 وسيله ی لايه ای از تکه مقوا هايی با اندازه ی صفحه ی شطرنجی بی پايان را، به. ۴٢  پوشانده ايم، به نحوی که ×2

ثابت کنيد، صفحه را می توان با سه لايه ی ديگر از همان گونه . ضلع های هر تکه مقوا، در امتداد خط های شبکه باشد
  .ست روی تکه مقوای مشابه خود قرار نگيردمقوا ها پوشاند، طوری که هيچ کدام از تکه مقوا ها، در

)دنباله ی صعودی . ۴٣*  )na از عدد های طبيعی چنان است که، اگر يک عدد طبيعی عضو اين دنباله نباشد، می توان آن 

kaرا به صورت  k+ ka، نابرابری kر ثابت کنيد، برای ه). ، يک عدد طبيعی استk( نشان داد 2 k<  برقرار 2
  .است
nکشوری دارای . ۴۴  شهر است که به صورت مربع قرار گرفته اند و، در ضمن، فاصله بين هر دو شهر مجاور، برابر 2
1๐بوط اند؛ جاده ها خط های راستی را تشکيل می دهند که با ضلع شهر ها به وسيله ی جاده ها به هم مر.  کيلومتر است

کمترين مقدار طول اين دستگاه جاده ها چقدر است، به شرطی از هر شهر اين کشور، بتوانيم به هر شهر . مربع موازی اند
  ديگری، از طريق جاده ها برويم؟

١٩٨۴  
  سال پنجم

  ثابت کنيد، در عدد صد رقمی. ١
84198419 8419  

 1984می توان، چند رقم از آغاز عدد و چند رقم از پايان عدد حذف کرد، به نحوی که مجموع رقم های باقی مانده، برابر 
  .باشد
4در خانه های يک جدول . ٢ 2 هر مربع ، عدد هايی قرار دهيد که، مجموع عدد های واقع در چهار گوشه ی×4 2× ،

3 4 و ×3   .هيچ کدام از عدد های درون خانه ها، برابر صفر نيست. ، برابر صفر شود×4
ای اين نقطه ثابت کنيد، مجموع فاصله ه.  نشان گذاشته ايمAB نقطه را، در بيرون پاره خط راست ۴۵روی خط راست، . ٣

  . نيستB، برابر با مجموع فاصله های اين نقطه ها تا نقطه ی Aها تا نقطه ی 
ثابت کنيد، می توان شکلی شبيه شکل . خانه های صفحه ی شطرنجی دفترچه را، با هشت رنگ مختلف، رنگ کرده ايم. ۴
  .، در آن پيدا کرد که، در درون آن، دو خانه ی هم رنگ وجود داشته باشد١١

  
می توانيم، در هر .  گذاشته ايم١ يا ๐، در هر قطاع عددی برابر ١٢دايره را به شش قطاع تقسيم کرده و، طبق شکل . ۵

ثابت کنيد، با تکرار اين حرکت، نمی توان به حالتی رسيد که، هر شش . حرکت، به دو عدد مجاور، يک واحد اضافه کنيم
  .باشندعدد، با هم برابر 



  
دو نفر، به نوبت، هر . و در يک سطر نوشته شده اند) و با اندکی فاصله بين هر دو عدد(، به رديف 1๐๐ تا ١عدد های . ۶

ثابت کنيد، آن که بازی را آغاز کرده است، می تواند .  قرار می دهد را بين دو عدد× يا -، +کدام يکی از علامت های 
هر بازی کن، در نوبت خود بايد يکی از جا های باقی مانده . (ر پيش گيرد که، سرانجام، عددی زوج به دست آيدروشی د

  .)بين دو عدد متوالی را، با يکی از علامت ها، پر کند
  سال ششم

  .٣همان مساله ی . ٧
 ABD و ABCمثلث محيط های دو .  قطع کرده اندO، يکديگر را در ABCD در چهارضلعی BD و ACقطر های . ٨

AO: ثابت کنيد.  هم، محيط هايی برابر دارندBCD و ACDهمچنين دو مثلث . برابرند BO=.  
  .٢همان مساله ی ) الف. ٩
  .هر جدولی از اين گونه، مجموع عدد های هر ستون، برابر صفر استثابت کنيد، برای ) ب
ثابت کنيد، برای خريد سه مداد و يک خودکار، .  خودکار است١٢۶ارزانتر از  خودکار و ١٢۵ مداد گران تر از ١٧۵. ١٠
1๐๐تومان کافی نيست .  
  .۶همان مساله ی . ١١
29از يک صفحه ی کاغذ شطرنجی . ١٢ ه  مربع جدا کرده ايم که هر کدام از آن ها، شامل چهار خان٩٩، به تعداد ×29
2ثابت کنيد، هنوز می توان يک مربع ديگر . است   . از آن جدا کرد×2

  سال هفتم
، می توانند ضلع ها و قطر های يک پنج ١۵ و ١٣، ١١، 1๐، ٩، ٨، ٧، ۵، ٣، ٢آيا پاره خط های راست به طول های . ١٣

  ضلعی کوژ باشند؟
  مقدار عددی عبارتمطلوب است . ١۴

x y xy
+ +

+ + +2 2
1 1 2
1 1 1  

  .؛ با هم برابر نيستندy و x؛ در ضمن، ٣به شرطی که بدانيم، مجموع دو کسر اول اين عبارت برابر است با 
ADB) AD، مثلث های متساوی الساقين ABC در مثلث AC و ABروی ضلع های . ١۵ AB= ( وACE 

)AC AE= (در ضمن، زاويه ی . را رسم کرده ايمDAE زاويه ی  برابر است با مجموع دوABC و ACB . ثابت
  . داردABC از مثلث AM، طولی دو برابر طول ميانه ی DEکنيد، پاره خط راست 

ه ها را به رنگ برخی از اين نقط.  انتخاب کرده ايمAB نقطه را در بيرون پاره خط راست ۴۵روی خط راستی، . ١۶
مجموع فاصله های از نقطه های قرمز تا ) ١: دو مجموع را محاسبه کرده ايم. قرمز، و بقيه را به رنگ آبی در آورده ايم

مجموع فاصله های از نقطه های ) ٢، با هم جمع کرده ايم؛ B را با مجموع فاصله های نقطه های آبی تا نقطه ی Aنقطه ی 
ثابت کنيد، اين دو . ، با هم جمع کرده ايمAجموع فاصله های از نقطه های آبی تا نقطه ی  را با مBقرمز تا نقطه ی 

  .مجموع، با هم برابر نيستند
31 را، برای صفحه ی کاغذ شطرنجی ١٢مساله ی . ١٧   . حل کنيد×31
 رنگ کرد که، در آن، هر چهار خانه ی دست کم چند رنگ لازم است تا صفحه ی شطرنجی بی پايان را بتوان طوری. ١٨

   انتخاب شود، با چهار رنگ مختلف باشد؟١٣دلخواهی که شبيه شکل 



  
  سال هشتم

1مربع . ١٩ 1๐๐ ๐๐× 1 را با قطعه های مستطيلی 2ثابت کنيد، زوج هايی از اين قطعه ها، مربع .  ساخته ايم×2  می ×2
  .سازند
  تفاوت دو عدد شش رقمی. ٢٠

fdebca و abcdef  
bثابت کنيد .  بخش پذير است٢٧١بر  d= و c e=.  
xعدد های حقيقی . ٢١ 1 ،x 2 ،... ،x 1 1๐چنان اند که   

x x x x x x x x+ = + = = + = +3 3 3 3
1 2 2 3 1 1 1 1 1 1๐๐ ๐ ๐

  
  .ثابت کنيد، همه ی اين عدد ها، با هم برابرند

ثابت کنيد، مجموع فاصله های از يک نقطه ی واقع بر صفحه ی يک ذوزنقه ی متساوی الساقين تا سه راس اين . ٢٢
  .از فاصله ی همين نقطه تا راس چهارم ذوزنقهذوزنقه، بزرگتر است 

٢٣ .BM ميانه ی مثلث ABC و K نقطه ای واقع بر پاره خط راست ،BMمی دانيم زاويه های .  استBAK و BCK با 
  . متساوی الساقين استABCثابت کنيد، مثلث . هم برابرند

 عدد طبيعی متوالی، عضوی از مجموعه  از عدد های طبيعی تشکيل شده است؛ در ضمن، بين هر صدAمجموعه ی . ٢۴
 را پيدا کرد، به نحوی که dو  a ،b ،c، مثل Aثابت کنيد، می توان چهار عضو مجموعه ی .  وجود داردAی 

a b c d+ = +.  
  سال نهم

  .٢١همان مساله ی . ٢۵
  .٢٢همان مساله ی . ٢۶
xق بتوان آن را به صورت کوچکترين عدد طبيعی را پيدا کنيد که به سه طري. ٢٧ y+13 ، عدد هايی y و x( نشان داد 73

  )طبيعی اند
CC،  و AA1 ،BB1پاره خط های راست . ٢٨ Aاگر مثلث .  هستندABC، ارتفاع های مثلث 1 B C1 1  ABC با مثلث 1

  . را پيدا کنيدABCمتشابه باشد، زاويه های مثلث 
  .٢۴همان مساله ی . ٢٩
)ثابت کنيد، عدد .  برابر صفر استz و x ،yمجموع سه عدد . ٣٠ )x y z+ +4 4   .، مجذور يک عدد درست است42

  سال دهم
  .، برای هر نقطه ی دلخواه فضا٢٢همان مساله ی . ٣١
  .٢۴ن مساله ی هما. ٣٢
ثابت کنيد، تفاضل مجذور های طول های ضلع های مجاور متوازی الاضلاع، از حاصلضرب طول های دو قطر آن . ٣٣

  .کمتر است
xبعد از چند بار عمل مشتق گيری و عمل ضرب در . ٣۴ x، که روی چندجمله ای 1+ x+8 ، به دو  انجام شده است7

axجمله ای  b+ثابت کنيد، تفاضل دو عدد درست .  رسيده ايمa و b بخش پذير است۴٩، بر .  
  حداکثر مقدار مجموع. ٣۵

x x x− + − + + −1 2 631 2 63  
xچقدر است، به شرطی که  1 ،x 2 ،... ،x    باشند؟۶٣، ...، ٣، ٢، ١، ترتيبی از عدد های 63

ثابت کنيد، می توان يالی از .  ضلعی گذاشته ايم5๐ را در رأس های منشوری با قاعده های 1๐๐ تا ١عدد های از . ٣۶
  . تجاوز نکند۴٨های دو انتهای آن، از منشور را پيدا کرد، به نحوی که اختلاف عدد 

  )سال های هشتم و نهم( دور نهايی 
می دانيم دو مثلث .  انتخاب کرده ايمABCD از چهارضلعی کوژ CD و AB روی ضلع های H و Eنقطه های . ٣٧

ABH و CDEمساحت هايی برابر دارند و در ضمن   
: :AE BE DH CH=  



  . موازی اندADو  BCثابت کنيد دو خط راست 
نفر اول يک رقم می نويسد، نفر دوم، در سمت چپ يا سمت راست اين رقم، رقمی می . دو نفر با هم بازی می کنند. ٣٨

ثابت کنيد، . نويسد؛ بعد نفر اول دوباره در سمت چپ يا سمت راست عددی که پديد آمده است، يک رقم می نويسد و غيره
  . که هميشه، بعد از حرکت نفر دوم، عدد حاصل مجذور کامل يک عدد درست نباشدنفر اول می تواند طوری بازی کند

اجازه داريم، به جای هر نقطه . روی صفحه ی محور های مختصات، چهار نقطه با مختصات درست داده شده است. ٣٩
ان، بعد از چند عمل از اين آيا می تو. ، قرينه ی آن را نسبت به يکی ديگر از چهار نقطه انتخاب کنيم)از اين چهار نقطه(

  گونه، از نقطه های
( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 1 1 1๐ ๐ ๐ ๐  

  :به نقطه های زير رسيد
( , ), ( , ), ( , ), ( , )−1 1 3 2 1๐ ๐ ๐؟  

 در هر حرکت، دو عدد را بر می داريم و، به جای هر دو ی آن.  داده شده است๐ و بقيه برابر ١ده عدد، يکی برابر . ۴٠
بعد از يک رشته حرکت از اين گونه، کوچکترين عددی که می تواند به جای . ها، ميانگين حسابی آن ها را قرار می دهيم

   نشسته باشد، چه عددی است؟١عدد 
  :  چنان اند که داريمb1 ،b2 ،... ،nb و a1 ،a2 ،... ،kaعدد های مثبت . ۴١

k na a a b b b+ + + = + + +1 2 1 2  
kثابت کنيد، در خانه های جدول  n× به ، می توان عدد های غير منفی را طوری قرار داد که، در بين آن ها، دست کم

)تعداد  )( )k n− −1  و a1 ،a2 ،... ،ka عدد صفر وجود داشته باشد و، در ضمن، مجموع عدد ها در سطر ها برابر 1
  . باشدb1 ،b2 ،.... ،nbمجموع عدد ها در ستون ها برابر 

≥x گذاشته ايم که، در آن (x,y) نقطه ی با مختصات ١۶٩مهره را در يکی از . ۴٢ ≤ 12๐ و y≤ ≤ 12๐ . مهره می
)تواند از نقطه ی  , )x y1 )  به نقطه ی1 , )x y2 x برود، به شرطی که هر يک از عدد های 2 x−1 2 ،x y−1 2 ،

y x−1 y و 2 y−1 ند، به نحوی  نقطه گذرا١۶٩ثابت کنيد، نمی توان مهره را از هر .  بيشتر نباشد٩ کمتر و از ٢ از 2
  .که در هر نقطه، تنها يک بار باشد

قطری از دايره را در نظر می گيريم که از نقطه ی تماس .  مماس استOدايره ای بر ضلع های زاويه ای به رأس . ۴٣
ه ، ضلع های زاويBمماس بر دايره در نقطه ی .  می ناميمB  وAدايره با يکی از ضلع ها نگذشته باشد و دو انتهای آن را 

BC: ثابت کنيد.  قطع کرده استE را در نقطه ی OA و خط راست D و Cرا در نقطه ها ی  DE=.  
 نيست، A از عدد های طبيعی وجود دارد، به نحوی که، هر عدد طبيعی که متعلق به Aثابت کنيد، مجموعه ی . ۴۴* 

  .، دارای اين ويژگی نباشدAعضو  باشد و هيچ Aبرابر با ميانگين حسابی دو عضو مختلف 
  )سال دهم( دور نهايی 

  .۴٠همان مساله ی . ۴۵
 درجه بيشتر باشد، آن وقت طول هر يال جانبی 18๐ثابت کنيد، اگر مجموع زاويه های مسطحه ی راس يک هرم، از . ۴۶

  .هرم، از نصف محيط قاعده کمتر است
x را می توان به صورت a3نيم، عدد  می داaدرباره ی عدد . ۴٧ y+2 ثابت ). ، عدد هايی درست اندy و x( نوشت 22

  . را هم می توان به همين صورت نوشتaکنيد، خود عدد 
  .٣٩همان مساله ی . ۴٨
  .۴٣همان مساله ی . ۴٩
  .۴۴همان مساله ی . ۵٠
   چنان اند کهe، و a ،b ،c ،dعدد های درست . ۵١* 

a b c d e+ + + +2 2 2 2 a و 2 b c d e+ + + +  
  ثابت کنيد، عدد.  بخش پذير اندnبر عدد فرد 

a b c d e abcde+ + + + −5 5 5 5 5 5  
  . بخش پذير استnهم، بر عدد 

  :شش عدد نخستينِ  دنباله ای چنين است. ۵٢
, , , , ,1 1 1๐ ๐ ๐  

ثابت کنيد، در اين دنباله، به . از جمله ی هفتم، هر جمله برابر است با آخرين رقم مجموع شش جمله ی پيش از آنبا آغاز 
  رديف شش عدد

, , , , ,1 1 1๐ ๐ ๐  
  .برخورد نمی کنيم



١٩٨۵  
  سال پنجم

ازوی دو کفه ای و بدون استفاده از وزنه، سنگين ترين و  بار استفاده از تر1๐๐با .  سکه به وزن های مختلف داريم۶٨. ١
  .سبک ترين سکه را پيدا کنيد

  .ثابت کنيد، اين عدد مجذور کامل نيست.  می باشد٩، نه رقم ...، ٣، سه رقم ٢، دو رقم ١ رقمی شامل يک رقم ۴۵عدد . ٢
 به B، حرکت کرد؛ سپس از Bنی ، يعA، به طرف دورترين شهر کشور نسبت به Aمسافری از شهر زادگاه خود . ٣

 دو شهر مختلف باشند، مسافر هرگز به شهر A و Cثابت کنيد، اگر . و غيره) Cشهر ( رفت B شهر نسبت به ندورتري
  .خود نمی رسد

۴ .1๐๐๐عدد طبيعی پيدا کنيد که، مجموع آن ها، برابر با حاصل ضرب آن ها باشد .  
 لنگه و برای 1๐๐ پا ۴١ لنگه، برای شماره ی 1๐๐ پا 4๐برای شماره ی :  لنگه چکمه وجود دارد3๐๐در انباری . ۵

ثابت کنيد، دست .  تا برای پای چپ است15๐ لنگه چکمه برای پای راست و 15๐در ضمن، .  لنگه1๐๐ پا ۴٢شماره ی 
  . جفت چکمه می توان از آن ها جدا کرد، به نحوی که هر جفت، شامل يک شماره ی چپ و راست باشد5๐کم 
n، برای ١٨همان مساله ی . ۶ = 1๐.  

  .سال ششم
هر ثانيه، به عددی که روی تخته وجود دارد، مجموع رقم هايش را اضافه می .  را روی تخته ی سياه نوشته ايم١عدد . ٧

  ، روی تخته ظاهر شود؟١٢٣۴۵۶آيا ممکن است، بعد از مدتی، عدد . کنيم
AO به هم رسيده اند؛ در ضمن O، در نقطه ی ABC در مثلث CM و ميانه ی BL، نيمساز AKارتفاع . ٨ BO= .

  .، متساوی الاضلاع استABCثابت کنيد، مثلث 
  : داريمn و عدد طبيعی q و pبرای عدد های اول . ٩

p q pq n
+ + =

1 1 1 1  

  .اين عدد ها را پيدا کنيد
  .۵همان مساله ی . ١٠
هر حشره از روی يک حشره و نه از (ب از روی يکديگر می پرند آن ها مرت. سه حشره روی يک خط راست اند. ١١

   پرش، در جای اول خود باشند؟١٩٨۵آيا ممکن است، بعد از ). روی دو حشره
n به ازای ١٨همان مساله ی . ١٢ = 1๐.  

  سال هفتم
طوری در نظر گرفته ايم که مثلث ، ABCD از مربع CD و BC را، به ترتيب، روی ضلع های Q و Pنقطه های . ١٣

APQخط راستی که از نقطه ی . ، متساوی الاضلاع باشدP عمود بر ضلع ،AQ ،رسم شده است AD را در نقطه ی E 
.  برابر باشندAQE و PQF طوری انتخاب می کنيم که مثلث های APQ را در بيرون مثلث Fنقطه ی . قطع کرده است

  . طول داردFCبرابر پاره خط راست  دو FEثابت کنيد، پاره خط راست 
با عددی که به دست می آيد، دوباره همين عمل را .  واحد از آن کم کرده ايم6๐๐عددی طبيعی را مجذور و، سپس، . ١۴

ا، دوباره به همان عدد نخستين، چه می تواند باشد، به شرطی که، بعد از چند بار انجام اين عمل ه. انجام داده ايم و غيره
  عدد اصلی رسيده باشيم؟

ثابت کنيد، . دو نقطه روی ضلع های رو به رو و در مستطيلی انتخاب و آن ها را به راس های مستطيل وصل کرده ايم. ١۵
  .مساحت های هفت بخشی که به اين ترتيب در مستطيل پديدی می آيند، نمی توانند همگی با هم برابر باشند

، می توان انتخاب کرد، به نحوی که تفاضل هيچ دو عدد ١٩٨۵، ...، ٣، ٢، ١ عدد از بين عدد های حداکثر چند. ١۶
  انتخابی، برابر عددی اول نباشد؟

 نقطه به رنگ های قرمز، آبی و سبز، روی صفحه ای قرار دارند، به نحوی که، هيچ سه نقطه ای، روی يک ١٩٨۵. ١٧
 رنگ را، به وسيله ی پاره خط های راست، به هم وصل کرده ايم، در ضمن، برخی از نقطه های نا هم. خط راست نيست

معلوم شد، تعداد پاره خط های راستی که از هر نقطه می گذرد، برابر است با تعداد پاره خط های راستی که از هر نقطه ی 
 به نقطه های آبی وصل شده ثابت کنيد، نقطه ی قرمز رنگی پيدا می شود که هم به نقطه های سبز و هم. ديگر می گذرد

  .است
با . ، به طور نامنظم و به صورتی دلخواه روی هم چيده شده اندn تا ١ صندوق، با شماره های از nروی دو سکو، . ١٨

nثابت کنيد، با انجام . جرثقيل می توان، هر بار، چند صندوق را از يک سکو به سکوی ديگر برد −2 جرثقيل،  بار عمل 1
  .می توان همه ی صندوق ها را، در يک سکو، به رديف شماره های آن ها گذاشت

  سال هشتم
ثابت . يک تصاعد حسابی که جمله های آن را عدد های طبيعی تشکيل داده اند، شامل برخی مجذور های کامل است. ١٩

  .کنيد، در بين جمله های اين تصاعد، بی نهايت مجذور کامل وجود دارد
  :دستگاه معادله ها را حل کنيد. ٢٠
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  : داريمABCDدر چهارضلعی کوژ . ٢١
, , ,ABD CBD ADC AB BC= = = =65 35 13๐ ๐ ๐๐  

  . را پيدا کنيدABCDزاويه های داخلی چهارضلعی 
  : می دانيمc2 و a1 ،b1 ،c1 ،a2 ،b2درباره ی عدد های مثبت . ٢٢

,b ac b a c≤ ≤2 2
1 1 1 2 2 2  

  :ثابت کنيد
( )( ) ( )a a c c b b+ + + + > + + 2

1 2 1 2 1 25 2 3  
 واقع بر پاره M نقطه ی دلخواه از.  مماس استB و A، بر ضلع های زاويه ای، در نقطه های Oدايره ی به مرکز . ٢٣

اين عمود ضلع های .  رسم کرده ايمOMخط راستی عمود بر خط راست ، )B و Aبه جز خود نقطه های  (ABخط راست 
MC: ثابت کنيد.  قطع کرده استD و Cزاويه را در نقطه های  MD=.  

1يک بازی دو نفره، با مستطيل . ٢۴ خانه های مستطيل .  مهره سروکار دارد٢۵ خانه ی مربعی است و ٢۵ که شامل ×25
هر بازی کن، در نوبت خود، می تواند يا مهره ای را در يک خانه . ، به رديف شماره گذاری شده اند٢۵ تا ١با عدد های از 

ت، به خانه ی مجاور خود، که شماره ی بالاتری ی آزاد بگذارد و يا مهره ای را که، پيش از آن، در جدول گذاشته شده اس
بازی وقتی تمام می شود که، همه ی خانه های جدول، به وسيله ی . د اندادر آغاز بازی، همه ی خانه ها آز.  منتقل کند،دارد

ديشيده انجام اگر بازی به درستی و ان. کسی بازی را می برد که آخرين حرکت را انجام داده باشد. مهره ها اشغال شده باشند
  آن که بازی را آغاز کرده است يا رقيب او؟: شود، کدام يک برنده خواهد شد

  سال نهم
  : به هم رسيده اند و، در ضمن، می دانيمO، قطر ها در نقطه ی ABCDدر چهارضلعی کوژ . ٢۵

,BAC CBD BCA CDB= =  
  .رسم شوند، طولی برابر دارند) AOD( بر دايره ی C و Bثابت کنيد، مماس هايی که از نقطه های 

   چنان اند کهz، و a ،b ،c ،x ،yعدد های حقيقی . ٢۶
, ,x by cz y cz ax z ax by= + = + = +  

  :ثابت کنيد.  مخالف صفر استz، و x ،yدر ضمن، دست کم يکی از عدد های 
abc ab ac bc+ + + =2 1  

 و مرکز های واقع ۵کنيد، چهار دايره ی با شعاع برابر ثابت .  تجاوز نمی کند٧طول هر ضلع چهارضلعی کوژ، از . ٢٧
  .در راس های چهارضلعی، به طور کامل، چهارضلعی را می پوشانند

  : می دانيمc، و a ،bدرباره ی عدد های حقيقی . ٢٨
, ,a b c ab ac bc abc+ + > + + > >๐ ๐ ๐  

  . مثبت اندc، و a ،bثابت کنيد، هر سه عدد 
xدنباله ی عدد های . ٢٩*  1 ،x   :، با اين شرط ها داده شده است...، 2

/ , n n nx x x x+= = − 2
1 11๐ ๐๐  

x: ثابت کنيد <1 1 5๐๐ ๐/๐๐๐.  
  .٢۴همان مساله ی . ٣٠

  سال دهم
  : می دانيمz و a ،b ،c ،x ،yدرباره ی عدد های حقيقی . ٣١

, ,x y za bc b ac c ab= = =  
xثابت کنيد .  مثبت اند و، دست کم يکی از آن ها، برابر واحد نيستc و a ،bدر ضمن، عدد های  y z xyz+ + − ،
  .عددی درست است

  . را ببينيد٢٣مساله ی . ٣٢
نقطه به خط های راستی که از مرکز دايره ی محاطی هر وجه چهاروجهی، عمود بر آن وجه رسم کرده ايم، در يک . ٣٣

  .ثابت کنيد، مجموع طول های هر دو يال متقابل چهاروجهی، مقدار ثابتی است. هم رسيده اند
  :درستی اين نابرابری را ثابت کنيد. ٣۴



/x dx x dx< + + − <∫ ∫
3 3
4 4 4 4

1
9 1 1 9 1

๐

๐๐๐  

  .٢٩همان مساله ی . ٣۵
  .٢۴همان مساله ی . ٣۶

  )سال هشتم(دور نهايی 
  . دارای اين ويژگی ها است١۵٨۴عدد . ٣٧
  مجذور يک عدد درست نيست؛) الف
   فرق دارد،۴٨۵١با مقلوب خود، يعنی ) ب
  .، مجذور کامل است۴٨۵١ و ١۵٨۴حاصل ضرب دو عدد ) ج

  . رقمی پيدا کنيد که همين ويژگی ها را داشته باشد2๐عددی 
خط های راستی موازی با ضلع ها .  سانتی متر مربع است1๐๐ساحت آن برابر  سانتی متر و م1๐๐محيط مثلثی برابر . ٣٨

 بخش تقسيم می کنند که سه تا از آن ٧و به فاصله ی يک سانتيمتر از آن ها رسم کرده ايم؛ اين خط های راست، مثلث را به 
  . سانتيمتر مربع کمتر است٢۵ سه متوازی الاضلاع، از ثابت کنيد، مجموع مساحت های اين. ها، متوازی الاضلاع اند

معلوم شد، هر تيم در هفت .  تيم واليبال، در يک مسابقه، با هم بازی می کنند؛ هر تيم يک دور بازی با هر تيم ديگر١۵. ٣٩
  ر برنده شده باشد؟چند گروه شامل سه تيم می توان پيدا کرد، به نحوی که در هر گروه، هر تيم يکبا. بازی برنده شده است

1صفحه ی شطرنجی خانه های . ۴٠ 1๐๐ ๐๐× 2 را با چهار رنگ، طوری رنگ کرده ايم که، در هر مربع ، هر چهار ×2
  .ثابت کنيد، خانه های چهار گوشه ی صفحه، از چهار رنگ اند. رنگ وجود داشته باشد

ab: ثابت کنيد.  محيط شده استR بر دايره ای به شعاع b و a های به طول های ذوزنقه ی با قاعده. ۴١ R≥ 24.  
 ، و هر يک از بقيه ی جمله ها برابر مجموع دو جمله١، دو جمله ی اول برابر ...، a1 ،a2دنباله ی عدد های طبيعی . ۴٢

  :ثابت کنيد. ی قبل از خود است

a a a a a a a a
+ + + + <

1 3 2 4 3 5 99 1

1 1 1 1 1
๐๐

  

kهر عدد طبيعی . ۴۴ ≤ 1๐๐ را با عدد طبيعی ( )f k 1، که باز هم از๐๐ ،تجاوز نمی کند، متناظر کرده ايم و، سپس 
  :اين دنباله را ساخته ايم

, ( ), ( ),a a a f a a f a= = =1 2 1 3 2  
nثابت کنيد، عدد  ≤ 1๐๐پيدا می شود، به نحوی که، برای آن، داشته باشيم  :n na a= 2.  

  )سال های نهم و دهم(دور نهايی 
  .٣٨همان مساله ی . ۴۵
  .۴٠همان مساله ی . ۴۶
۴٧ .2๐فرض کنيد، در بين تيم ها، بتوان . بال با هم مسابقه دادند؛ هر دو تيم، يکبار با هم بازی کردند تيم واليT گروه سه 

  :ثابت کنيد. تيمی پيدا کرد، به نحوی که در هر گروه، هر تيم، يکبار برده باشد
Tشد، آن وقت  برد نداشته با1๐ برد و بيشتر از ٩اگر هر تيم کمتر از ) الف = 33๐.  
T) ب ≤ 33๐  
  .۴١همان مساله ی . ۴٨
  .۴٢همان مساله ی . ۴٩
  .۴٣همان مساله ی . ۵٠
  :، از عدد های طبيعی می دانيم...، a1 ،a2برای دنباله ی . ۵١

n n na a a+ += +2 1 1  
nثابت کنيد، برای هر ). nبه ازای هر ( > 1๐ عدد ،)na   .، عددی مرکب است)22−

ثابت کنيد، . هر پسر با تعداد زوجی از دختران دوستی دارد. تعداد پسران يک کلاس، با تعداد دختران آن برابر است. ۵٢
  .د پسر را طوری انتخاب کرد که، هر دختر، با تعداد زوجی از پسران اين گروه، دوستی داشته باشدمی توان گروهی از چن

١٩٨۶  
  سال پنجم

  .که روی هر يک، عددی نوشته شده است، اين طور در رديف هم قرار دارند» کارت «٩. ١
٧،٨،٩،۴،۵،۶،١،٢،٣  

چگونه می توان با سه حرکت، به . ه رديف عکس بچينيمدر هر حرکت می توانيم چند کارت رديف را برداريم و آن ها را ب
  :رديف زير رسيد

١،٢،٣،۴،۵،۶،٧،٨،٩  



  .ثابت کنيد، هر کدام از آن ها می تواند يکی ديگر را بزند.  وزير روی صفحه ی شطرنج است۴۴. ٢
  : می دانيمb و aبرای عدد های طبيعی . ٣

a b=34 43  
aثابت کنيد،  b+عددی مرکب است ،.  

   سکه ی ديگر مماس باشد؟٣چند سکه ی مساوی را، چگونه روی صفحه ی ميز بگذاريم که، هر يک از آن ها، بر . ۴
ثابت کنيد، همه ی عدد ها برابر .  عدد روی محيط دايره اند و، هر عدد، برابر است با مجموع دو عدد مجاور خود۵۵. ۵

  .صفر اند
  . عدد هفت رقمی پيدا کنيد که رقم های تکراری نداشته باشد و خود عدد بر هر يک از رقم هايش بخش پذير باشد)الف. ۶
  آيا عدد هشت رقمی با اين ويژگی وجود دارد؟) ب

  سال ششم
  .١همان مساله ی . ٧
  .٢همان مساله ی . ٨
ثابت کنيد، .  برابر اند، با همABC ،ABF ،FEA ،FED ،DCB ،CDE، مثلث های ABCDEFدر شش ضلعی . ٩

  .، طولی برابر دارندCF و AD ،BEقطر های 
  .۵همان مساله ی . ١٠
درجه می  6๐او بعد از هر نيم ساعت به اندازه ی . حلزون، با سرعتی ثابت، از مبدا مختصات آغاز به حرکت کرد. ١١

  .مختصات برسد، به تعداد درستی ساعت نياز داردثابت کنيد، برای اين که دوباره به مبداء . چرخد
  .۶همان مساله ی . ١٢
 پيدا کرد، به نحوی که B و Aثابت کنيد، می توان دو دانش آموز .  دانش آموز در پنج انجمن علمی شرکت می کنند١١. ١٣

  . هم باشدB، مورد علاقه ی Aهر انجمن مورد علاقه ی 
  سال هفتم

  .۵همان مساله ی . ١۴
  :، داريمc، و a ،bای عدد های طبيعی بر. ١۵

a b c
+ + <

1 1 1 1  

: ثابت کنيد
a b c
+ + <

1 1 1 41
1 برابر B، زاويه ی راس ABCدر مثلث متساوی الساقين . 42١۶ 8๐نيمساز .  درجه است

 E را در نقطه ی AC، قاعده ی Dاز در نقطه ی عمود بر اين نيمس.  قطع کرده استD را در AB، ضلع ACBزاويه ی 
AE: ثابت کنيد. قطع کرده است BD=.  

  .۶همان مساله ی . ١٧
   طوری انتخاب کرده ايم کهABCD از مربع CD و BC را روی ضلع های H و Kنقطه های . ١٨

HC HD= و KC KB= 2  
  . را ثابت کنيدAKH و AKBبری دو زاويه ی برا
آن را، به صورتی دلخواه به دو بخش تقسيم می کنيم؛ سپس، هر بخش را، .  چوب کبريت داريم٢۵توده ای شامل . ١٩

هر وقت عمل بخش را انجام . دوباره، به دو بخش ديگر تقسيم می کنيم تا جايی که در هر بخش تنها يک چوب کبريت باشد
ثابت کنيد، مجموع همه ی . عداد چوب کبريت های دو بخش را در هم ضرب می کنيم و، در جايی، می نويسيممی دهيم، ت

  .3๐๐عددهايی که نوشته ايم، برابر است با 
  سال هشتم

  . برابر مجموع رقم هايش باشد١١همه ی عدد های سه رقمی را پيدا کنيد که، هر يک از آن ها، . ٢٠
 از مربع AD را روی ضلع H و نقطه ی CD را روی ضلع M وK، نقطه های BC را روی ضلع Eنقطه ی . ٢١

ABCDدر ضمن می دانيم.  انتخاب کرده ايم:  
DM DH= و CE CK=  

  . می توان دايره ای محيط کرد به دست می آيد،EAK و HBMثابت کنيد، بر چهار ضلعی که از برخورد زاويه های 
   را پيدا کنيد، به شرطی کهb و aعدد های درست . ٢٢

a b
+ =

1
999 1 1 999999๐๐

  

 ABCDE از پنج ضلعی EA و AB ،BC ،CD ،DE را، به ترتيب وسط ضلع های O و H ،I ،K ،Mنقطه های . ٢٣
  . کمتر استACEBDAکسته ی  از طول خط شHKOIMHثابت کنيد، طول خط شکسته ی . انتخاب کرده ايم

  سه جمله ای ها درجه ی دوم. ٢۴



x b x c+ +2
2 x و 2 b x c+ +2

1 1  
bثابت کنيد، اين دو سه جمله ای، بر هم منطبق اند، يعنی . ضريب هايی صحيح و ريشه ی مشترکی نادرست دارند b=1 2 

cو  c=1 2.  
 *٢۵ .2๐๐روز اول، هر تيم، يک بازی، روز دوم هم، هر تيم، يک بازی داشت و غيره.  تيم فوتبال مسابقه می دهند .

  . تيم پيدا کرد که، هيچ دو تايی از آن ها، با هم بازی نکرده اند٣۴ثابت کنيد، بعد از روز ششم، می توان 
  سال نهم

  .٢٠ساله ی همان م. ٢۶
  .٢١همان مساله ی . ٢٧
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ٢٨

a bcd
a b cd
a b c d
a b c d

=⎧
⎪ + =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + + + =⎩ 1

  

AA، متوازی الاضلاع های ABCروی ضلع های مثلث . ٢٩ B B′ ′′ ،BB C C′ ′′ ،CC A A′  را ساخته ايم؛ در ضمن، ′′
  :ع های جانبی متوازی الاضلاع ها با هم برابرندطول ضل

AA BB CC a′ ′ ′= = =  
  : را پيدا کنيد، به شرطی که بدانيمaمقدار 

, ,A A B B C C′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= = =3 4 5  
  .٢۴همان مساله ی . ٣٠
  : را طوری پيدا کنيد که داشته باشيمc، و a ،bعدد های درست . ٣١

a b c
+ + =

1
999 1 1 1 999 1 1 1๐๐๐ ๐๐ ๐๐๐ ๐๐× ×

  

  دهمسال 
  .٢٠همان مساله ی . ٣٢
  .٢١همان مساله ی . ٣٣
ab:  می دانيمb و aبرای دو عدد مثبت . ٣۴ a b=    چقدر است؟abکمترين مقدار حاصل ضرب . +
  :همه ی ريشه های مثبت اين معادله را پيدا کنيد. ٣۵

x x+ = +1986 1985 1985 19861986 1986  
  .٣١همان مساله ی . ٣۶
  ، به شرطی کهA به راس ABCD در کنج سه وجهی ACD و وجه ABست زاويه ی بين يال مطلوب ا. ٣٧

, ,BAC CAD BAD= = =45 9 6๐ ๐ ๐๐ ๐  
  )سال هشتم(دور نهايی 

٣٨ .a =1 n و برای هر 2   : داريم∋

n na a a a+ = +1 1 2 1  

: ثابت کنيد
na a a

+ + + <
1 2

1 1 1 1.  

 بر Aپيدا می شود که، اگر از نقطه ی ) C و Bغير از دو راس  (A و راس BCثابت کنيد، در هر چندضلعی، ضلع . ٣٩
  . قرار گيردBC عمود کنيم، پای عمود روی ضلع BCخط راست 

می دانيم، در طول تاريخ تمدن .  کند شبانه روز زندگی می1๐๐مريخی، در نيمه ی شب متولد می شود و درست . ۴٠
 روز وجود دارد که، تعداد ساکنان مريخ 1๐๐ثابت کنيد، دست کم، . مريخ، روی هم به تعداد فرد مريخی به دنيا آمده است

  .در هر يک از آن ها، عددی فرد بوده است
 و روی پاره خط راست H، نقطه ی CDضلع ، روی K، نقطه ی ABروی ضلع .  مفروض استABCDمربع . ۴١

KH نقطه ی ،Mدايره های محيطی مثلث های .  را انتخاب کرده ايمAKM و MHCثابت کنيد، نقطه ی .  را رسم کرده ايم
  . از مربع قرار داردAC، روی قطر )Mغير از نقطه ی (دوم برخورد اين دايره ها 

معلوم شد، با وجود اين، می توان از هر مرکز هوايی . ا تعطيل کردند در کشوری، يکی از خط های هوايی يکسره ر. ۴٢* 
قبل از بسته شدن اين خط، می شد هر پرواز هوايی را، از . کشور، به هر مرکز ديگر، ولو با تعويض هواپيما، پرواز کرد



توان سفر هوايی را از هر ثابت کنيد، اکنون می .  بار فرود هواپيما انجام دادnهر مرکز به هر مرکز ديگر، حداکثر با 
ثابت کنيد، اکنون می توان سفر هوايی را از هر مرکز به هر مرکز ديگر، حداکثر با . مرکز به هر مرکز ديگر، انجام داد

n2 برای محاسبه، فرود در مقصد را هم به حساب بياوريد( مرتبه فرود هواپيما انجام داد.(  
جمله های بعدی دنباله چنان اند که، هر .  جمله، از صفر ها و واحد ها، با پنج صفر آغاز شده است٣۶امل دنباله ای ش. ۴٣

  .پنج جمله ی آخر دنباله را پيدا کنيد.  ترکيب ممکن را، می توان بين پنج جمله ی پشت سر هم دنباله پيدا کرد٣٢يک از 
کرد و چند نقطه را چنان نشان گذاشت که، روی هر خط ثابت کنيد، می توان روی صفحه چند خط راست رسم . ۴۴* 

  .راست، درست چهار نقطه ی نشان داد وجود داشته باشد و از هر نقطه ی نشان دار، درست چهار خط راست گذشته باشد
3صفحه ی کاغذ شطرنجی، شامل . ۴۵*  45๐×در :  بازی می کننددو نفر، به اين ترتيب، با هم.  خانه در دسترس است

نفر . ، روی خط راستی که دو گره مجاور شبکه را به هم وصل می کند، می بُرند)که به نوبت انجام می گيرد(هر حرکت 
اول، بريدن را از کنار صفحه آغاز می کند؛ سپس، هر بازی کن در نوبت خود، بايد برش بعدی را، به دنبال برش قبلی و 

کسی بازی را می برد که، بعد از حرکت او، صفحه ی شطرنجی کاغذ، . فر قبل تمام شده استاز جايی ادامه دهد که برش ن
  به شرط بازی درست، کدام برنده می شود، آن که بازی را آغاز کرده است، يا رقيب او؟. به دو بخش تقسيم شده باشد

  )سال نهم(دور نهايی 
  .٣٨همان مساله ی . ۴۶
  .٣٩همان مساله ی . ۴٧
  .۴٠ساله ی همان م. ۴٨
  .۴١همان مساله ی . ۴٩
 است A، خود عضوی از Aمی دانيم، مجموع هر دو عضو دلخواه از . ، عدد هايی مثبت اندAعضو های مجموعه ی . ۵٠

a ([a,b]و، در ضمن، هر بازه ی  b< <๐( شامل بازه ای است که به طور کامل از عضو های مجموعه ی ،A تشکيل 
  .، از همه ی عدد های مثبت حقيقی تشکيل شده استAثابت کنيد، مجموعه ی . تشده اس
  :به اين الگوريتم توجه کنيد. ۵١
  . می گيريم๐ .n=mگام 
  . عددی زوج باشد، آن را نصف و، اگر فرد باشد، يک واحد به آن اضافه می کنيمnاگر . ١گام 
nاگر . ٢گام  > n، همان گام اول را بر می داريم و اگر 1 =   .، الگوريتم تمام می شود1

 بار از گام اول لازم ١۵ وجود دارد که، به ازای هر يک از آن ها، برای انجام اين الگوريتم، درست mچند عدد طبيعی 
  باشد؟
  .۴۴همان مساله ی . ۵٢
9 ی شطرنجی مهره ی شاه، صفحه. ۵٣*  مسير .  را می پيمايد، به نحوی که، در هر خانه، درست يک بار باشد×9

حداکثر طول مسير حرکت شاه چقدر است، به . حرکت شاه، مسيری بسته نيست و می تواند خودش را قطع کرده باشد
  . باشد١ حرکت قائم يا افقی برابر  و2شرطی که حرکت در طول قطر برابر 

  )سال دهم(دور نهايی 
). اگر چنين فاصله ای وجود داشته باشد(قطر يک مجموعه، به بزرگترين فاصله ی بين دو نقطه ی آن گفته می شود . ۵۴

Mمی دانيم، مجموع قطر های چندضلعی های  1 ،M 2 ،...، nMاز قطر اجتماع آن ها کمتر است ،.  
ثابت کنيد، خط راستی وجود دارد که هيچ کدام از چندضلعی ها را قطع نمی کند و، در هر سمت ان، دست کم يکی از 

  .چندضلعی ها قرار دارد
۵۵ .:f    وجود دارد، به نحوی کهn، عدد طبيعی xحقيقی می دانيم، برای هر عدد .  تابعی پيوسته است→

( )( )
n بѧѧѧѧار

( )f f f x = 1  

): ثابت کنيد )f =1 1.  
  :ثابت کنيد. ۵۶

+ + + >
+ + +
1 1 1 24

1 3 5 7 9997 9999
  

 و BC را رسم کرده ايم که، خط های راست BAD، نيمساز زاويه ی )که لوزی نيست (ABCDدر متوازی الاضلاع . ۵٧
CD  را، به ترتيب، در نقطه هایX و Yثابت کنيد، مرکز دايره ای که از نقطه های .  قطع کرده استC ،X و Y می 

  . گذشته استD و C و Bگذرد، روی محيط دايره ای قرار دارد که از نقطه های 
  :اين انتگرال را محاسبه کنيد. ۵٨

dx
x x− + + +∫

1

3 6
11 1

  



 دايره را روی صفحه چنان رسم کرد که نقطه ی برخورد درونی نداشته باشند و، هر يک از ثابت کنيد، می توان چند. ۵٩* 
  .آن ها، درست بر پنج دايره ی ديگر مماس باشد

  : می دانيمz و a ،b ،c ،x ،yبرای عدد های حقيقی . ۶٠
, ,
, ,
,

u ax by cz v ax bz cy
u ay bz cx v az by cx
u az bx cy v ay bx cz

u u u v v v

= + + = + +

= + + = + +

= + + = + +

=

1 1

2 1

3 3

1 2 3 1 2 3

  

}ثابت کنيد، مجموعه ی  }, ,u u u1 2 }وعه ی  با مجم3 }, ,v v v1 2   . برابر است3
3، برای صفحه ی شطرنجی ۴۵همان مساله ی . ۶١*  3๐ ๐×.  

١٩٨٧  
  سال پنجم

4در خانه های يک جدول . ١ a را، آن طور که در شکل ١۶ تا ١، عدد های از ×4 می . ی شود، نوشته ايم ديده م14−
  :توانيم بنابر قاعده ی زير، عدد های اين جدول را عوض کنيم

چگونه می توان، با . به همه ی عدد های يک سطر، يک واحد اضافه، يا از همه ی عدد های يک ستون، يک واحد کم کنيم
bاين عمل ها، به جدول شکل     رسيد؟14−

  
آيا می توان نيم ميليون .  دلاری1๐๐๐ دلاری و 1๐๐ دلاری، 1๐ دلاری، ١: ار نوع اسکناس وجود دارددر کشوری، چه. ٢

  عدد اسکناس به ارزش يک ميليون دلار جدا کرد؟
. هم مربوط کنيم که، هر دو قلعه ی دلخواه، به هم مربوط باشندمی خواهيم شش قلعه را، به وسيله ی جاده، طوری به . ٣

طرحی از قلعه ها و جاده ها رسم کنيد که تنها سه چهارراه وجود داشته باشد و، در ضمن، هر جاده به وسيله ی دو جاده ی 
  .ديگر قطع شده باشد

ولی اگر پسر ها شکلات و . ی پرداختندپسر ها هر کدام يک پيراشکی و دختر ها هر کدام يک شکلات خريدند و مبلغ. ۴
می دانيم، تعداد پسر ها از تعداد دختر ها بيشتر . دختر ها پيراشکی می خريدند، روی هم يک کوپک بيشتر می پرداختند

  چند تا؟. است
س به حساب می چند بليت اتوبوس بايد تهيه کرد تا در بين آن ها، بليتی با شماره ی شانس وجود داشته باشد؟ بليتی را شان. ۵

  .تعداد بليت ها، محدود نيست. آورند که مجموع سه رقم اول با مجموع سه رقم آخر آن، با هم برابر باشند
9بازی می کنند، در يک جدول شامل » خط و نقطه « دو نفر . ۶ اولی در يکی از خانه ها خط و، سپس، دومی .  خانه×9

بعد از پر شدن جدول، برای هر سطر يا هر ستونی که تعداد خط های بيشتری دارد، . قطه می گذارددر يک خانه ی آزاد، ن
اولی . يک امتياز به اولی، و برای هر سطر يا ستونی که تعداد خانه های بيشتری دارد، يک امتياز به دومی داده می شود

  ؟)امتياز بيشتری بياورد(چگونه می تواند برنده شود 
  سال ششم

  .١همان مساله ی . ٧
  :می دانيم.  را رسم کرده ايمBK و ميانه ی CH، ارتفاع ABCدر مثلث متساوی الساقين . ٨

KBC HCB=CH BK=  
  . متساوی الاضلاع استABCثابت کنيد، مثلث 

  .۴همان مساله ی . ٩



» دالر«، هر »دالری«است؛ در ضمن در » ديلر«و » دالر« ترتيب به» ديلری«و » دالری«واحد پول در کشور های . ١٠
دارد و می تواند آزادانه به » ديلر«کسی يک . »دالر «1๐با » ديلر«هر » ديلری«معاوضه می شود، ولی در » ديلر «1๐با 

» ديلر ها«با مقدار » دالر ها«ثابت کنيد، هرگز مقدار .  معاوضه کندهر يک از دو کشور مسافرت کند و پول خودش را
  .برابر نمی شود

  .۵همان مساله ی . ١١
، طوری قرار داد که، مجموع عدد های ١۵در دايره های شکل ) هر کدام يک بار( را ٩ تا ๐آيا می توان عدد های از . ١٢

  ده با مجموع عدد های سه راس هر مثلث هاشور خورده ی ديگر، برابر باشد؟سه راس هر مثلث هاشور خور

  
  سال هفتم

 به هم وصل کرده اند، ABCDپاره خط های راستی که وسط ضلع های رو به رو را در چهارضلعی کوژ . ١٣
 يک متوازی ABCDثابت کنيد، . چهارضلعی اصلی را به چهار چهارضلعی ديگر تقسيم کرده اند که محيطی برابر دارند

  .الاضلاع است
  .۴همان مساله ی . ١۴
  .١٠همان مساله ی . ١۵
. راس های خط شکسته ی بسته ای که خودش را قطع نکرده است و دارای هشت ضلع است، راس های يک مکعب اند. ١۶

  .ثابت کنيد، يکی از ضلع های اين خط شکسته، بر يکی از يال های مکعب منطبق است
را به » چِرنومور«تا » آرباتوف« کيلومتر از 1๐๐، ساختن جاده ای به طول »ماسه« تعميرات -ی شرکت ساختمان. ١٧

در ماه اول يک کيلومتر آن را آماده : برنامه ای که شرکت برای ساختن جاده در نظر گرفته است، چنين است. عهده گرفت

 جاده ساخته شده است، ضمن آن ماه  کيلومترaمی کند و، سپس اگر در آغاز ماه 
a1
1
๐

آيا .  کيلومتر از جاده آماده می شود

  هرگز تمام جاده، آماده ی بهره برداری می شود؟
  ابزاری برای رسم شکل ها در صفحه در اختيار داريم که، به کمک آن، می توان. ١٨
  از دو نقطه ی مفروض، خط راستی عبور داد؛) الف
  .از يک نقطه ی مفروضِ  واقع بر يک خط راست، عمودی بر خط راست اخراج کرد) ب

اکنون، اگر نقطه ای در بيرون خط راست باشد، چگونه می توان با اين وسيله، عمودی از اين نقطه بر خط راست فرود 
  آورد؟

  سال هشتم
1روی خانه های يک صفحه ی شطرنجی . ١٩ 1๐ ๐× ،5๐مهره در يک چهارم گوشه ی چپ ٢۵:  مهره گذاشته شده است 

روی مهره ی با هر حرکت، يک مهره می تواند از .  مهره در يک چهارم گوشه ی راست و بالای آن٢۵و پايين صفحه و 
آيا با تکرار اين . قرار گيردمجاور خود بپرد و در خانه ی آزادی که در رديف افقی، عمودی و يا قطری آن ها است، 

  حرکت، می توان همه ی مهره ها را در خانه های نيمه ی چپ صفحه قرار داد؟
هر روبل (تيار داريم بلی در اخو ر١ کوپکی و همچنين سکه های 5๐، و 1๐ ،2๐، ۵، ٢، ١به تعداد کافی، سکه های . ٢٠

 روبل را می bثابت کنيد، در اين صورت، .  سکه انتخاب کردb کوپک را می توان با aمی دانيم ).  کوپک است1๐๐برابر 
  . سکه، به دست آوردaتوان با 

٢١ .a ،b ،c و ،dثابت کنيد. ، چهار عدد حقيقی دلخواه اند:  
( ) ( ) ( ) ( )ab cd ac bd+ + + + + ≥2 2 2 21 1 1  



B و B1 را و نقطه های AC، ضلع A2 و A1نقطه های .  مفروض استABCمثلث . ٢٢  را به سه بخش BC، ضلع 2
Aثابت کنيد، اگر دو زاويه ی . برابر تقسيم می کنند BA1 B و 2 AB1 ، متساوی الساقين ABC برابر باشند، آن وقت مثلث 2

  .است
هر . با علامت، آن ها جای خود را با هم عوض می کنند. روی شاخه های يک چنار بزرگ، چند کلاغ نشسته اند. ٢٣

ته است، بيرون می کند و اين کلاغ به شاخه ی بالاتر دقيقه، يکی از کلاغ ها، همسايه ی خود را که روی همان شاخه نشس
همه ی شاخه ها در ارتفاع های مختلفی قرار . می رود؛ اگر شاخه ی بالاتری وجود نداشته باشد، کلاغ به پرواز در می آيد

تنها يک کلاغ يعنی وقتی که روی هر شاخه، (ثابت کنيد، مدت زمانی که برای به پايان رسيدن اين جريان لازم است . دارند
  .، به رديف پرواز ها بستگی ندارد، بلکه تنها به وضع استقرار کلاغ ها در آغاز، بستگی دارد)نشسته باشد

8 مکعب کوچک را به صورت مربع ۶۴. ٢۴ آيا می توان همين مکعب های کوچک را به صورت يک .  چيده ايم×8
4مکعب  4 4×    طوری چيد که مکعب های مجاور، در وضع جديد هم، مجاور يکديگر باشند؟×
  سال نهم

8خانه های جدول . ٢۵ می توانيم جای هر دو رديف افقی يا . ، شبيه صفحه ی شطرنج به رنگ های سياه و سفيد اند×8
 اين عمل، به جدولی رسيد که تمامی نيمه ی سمت چپ آن آيا می توان با تکرار. هر دو رديف قائم را با هم عوض کنيم

  شامل خانه های سياه و تمامی نيمه ی سمت راست آن، شامل خانه های سفيد باشد؟
  :حاصل اين کسر را محاسبه کنيد. ٢۶

−
−

−
−

1
12 12 12 2

  

  ). است استفاده شده٢ بار از عدد 1๐๐روی هم، در اين کسر، (
، بر هم B و Aمماس های بر دايره ها در نقطه های . ، يکديگر را قطع کرده اندB و Aدو دايره، در نقطه های . ٢٧

.  را نقطه ای واقع بر محيط يکی از دايره ها می گيريم، به نحوی که در درون دايره ی ديگر قرار گرفته باشدM. عمودند
AM و BM را از طرف Mمحيط دايره ای را که  امتداد می دهيم تا M در درون آن است، در نقطه های Xو Y قطع 
  .، قطری از اين دايره استXYثابت کنيد . کنند
  .٢١همان مساله ی . ٢٨
بزرگترين عدد طبيعی را پيدا کنيد که هر رقم آن، به جز دو رقم اول و آخر، از واسطه ی حسابی دو رقم مجاور خود . ٢٩

  .کوچکتر باشد
 ستاره در آسمان مشاهده کرد و، ضمن محاسبه، متوجه شد، مجموع فاصله های دو به دو ی اين 5๐س اخترشنا. ٣٠

 ستاره ای که ديده ٢۵ثابت کنيد، مجموع فاصله های دو به دوی .  ستاره را پوشاند٢۵ابر روی .  استSستارگان، برابر 

  . کمتر استS12می شوند، از 

  سال دهم
  .٢٠همان مساله ی . ٣١
  .٢۶همان مساله ی . ٣٢
  .٢٧همان مساله ی . ٣٣
  .٢١همان مساله ی . ٣۴
) وجود دارد، به نحوی که nآيا عدد طبيعی . ٣۵ )n nn n+    بخش پذير باشد؟١٩٨٧ بر 1+
  .٣٠همان مساله ی . ٣۶

  )سال هشتم(دور نهايی 
 يکديگر را، در AD و CE درجه است و ارتفاع های 6๐ برابر Bزاويه ی .  هر سه زاويه حاده اند،ABCدر مثلث . ٣٧

 و AOE، روی نيمساز مشترک دو زاويه ی ABCثابت کنيد، مرکز دايره ی محيطی مثلث .  قطع کرده اندOنقطه ی 
CODقرار دارد .  
adثابت کنيد، به شرط . وض اند مفرd، و a ،b ،cعدد های مثبت . ٣٨ = ) تا ab، در فاصله ی از 1 )( )a c b d+ + ،

  .دست کم مجذور يک عدد درست وجود دارد
  :روی تخته ی سياه، اين شکل، برای بازی با رقم ها، رسم شده است. ٣٩



* * * * * * * * *
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نفر اول، بازی را آغاز می کند و، در نخستين حرکت خود، رقمی . ت ها به نوبت انجام می گيردحرک. دو نفر بازی می کنند
در هر حرکت بعدی، بايد رقمی در جای خالی بعد نوشته و، به جای . می نويسد) در سمت چپ(را در نخستين جای خالی 

من، يک رقم را نمی توان دو بار در ض. علامت ستاره ی سمت چپ آن، يکی از دو علامت جمع يا ضرب گذاشته شود
اگر حاصل اين عبارت، عددی زوج باشد، نفر . در پايان بازی، مقدار عبارتی که به دست می آيد، محاسبه می شود. نوشت

اگر هر دو نفر، درست بازی کنند، چه کسی برنده می . اول برده است، و اگر عددی فرد باشد، پيروزی با نفر دوم است
  شود؟
ده ای که آپارتمان ادو خانو). ولی حق تقسيم آن ها را ندارند(ی، تنها می توانند آپارتمان ها را با هم مبادله کنند در شهر. ۴٠

ثابت کنيد، هر مبادله ی آپارتمان ها . های خود را عوض کرده اند، حق ندارند در همان روز، به مبادله ی ديگری بپردازند
  . روز به انجام رساندرا، هر قدر بغرنج باشد، می توان در دو

Aبرای شش ضلعی . ۴١ A A A A A1 2 3 4 5  وجود دارد، به نحوی که همه ی ضلع های شش ضلعی، از آن جا با O، نقطه ی 6
  :ثابت کنيد اگر داشته باشيم.  درجه ديده می شوند6๐زاويه ی 

,OA OA OA

OA OA OA

> >

> >
1 3 5

2 4 6
  

  :م داشتآن وقت، خواهي
A A A A A A A A A A A A+ + < + +1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 1  

  :اين عدد را به ضرب عامل های اول تجزيه کنيد. ۴٢
+989 1 1 1 7 32๐๐ ๐๐ ๐× ×  

صفحه را به چند دايره تقسيم کرده ايم که، در بين آن ها، دايره های متقاطع هم وجود دارد، ولی يکی در درون . ۴٣* 
، به اين ترتيب، از کاغذ جدا شده اند، نمی توان به صورت چند دايره ی غير ثابت کنيد، قطعه هايی را که. ديگری نيست
  .متقاطع درآورد

  


